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1 Solugao de problemas associados aos capitulos
iniciais do livro da BR

1.1 - Problema 3.2 do livro BR
Solucao:
Se estamos na superficie de uma esfera de raio
R, o intervalo invariante é dado pela expressao 3.9
do livro:

r
ds® = dr® + R236n2(}—%)d82
onde 7 ¢é o arco que liga um dado ponto ao ponto
origem r = 0, chamado de pélo da esfera. Ou seja,
a latitude de um ponto, que é o angulo entre esse
ponto e o equador, é dada por

v T
*T3 7R

Ja 0 é uma coordenada azimutal sobre a su-
perficie, ou seja, equivalente a longitude.



Se nos colocamos no polo da esfera e temos um
objeto de tamanho ds a uma distancia fixa r, isso
significa que este objeto esta paralelo ao equador,
sobre um paralelo de latitude, portanto. O seu
comprimento ds entao ¢ o intervalo invariante para
o caso em que dr =0

r
ds =R —)do
s sen( R)
E o angulo subentendido por este objeto visto

do polo é

B ds
~ Rsen(r/R)

Para estudarmos o comportamento deste diametro

do

angular, temos que lembrar que a tnica variavel na
expressao acima ¢ a distancia r do objeto ao pdlo.
A latitude ¢ dada acima ¢ definida no dominio
[—7/2,+m/2]. Logo, o dominio de r é [0, 7R,
onde » = 0 corresponde ao polo da esfera, origem
do sistema de coordenadas, e r = wR corresponde
ao polo oposto. Tanto num extremo quanto no
outro, temos que sen(r/R) — 0, de forma que
df — oo. Isso porque, ao colocarmos o objeto no
mesmo polo onde nos situamos ou no pélo oposto,
qualquer meridiano sobre a superficie da esfera ira



cruzar com o objeto, o que torna sua dimensao an-
gular infinita. Ou seja, esse objeto cobre todas as
direcoes do nosso espaco 2D.

1.2 - Problema de avaliacao anterior
Considere um gas de fétons isolado e
em expansao que emite como um corpo
negro, ou seja, cuja densidade de energia
é e, = aT*, onde a é uma constante. Esse
é o caso da radiacao césmica de fundo.
Lembrando que a energia total num vol-
ume V é I/ = ¢, V e que a pressao dos
fétons é dada por P = ¢,/3 = aT*/3, use
a primeira lei da Termodinamica (lem-
brando ainda que este gas esta isolado,
d@ = 0) e mostre que
1dT 1 dV
Tdt 3V dt
Feito isso e lembrando que V = Vya?,
prove entao que

Ca

onde T é a temperatura do gas no in-
stante presente, em que a = 1.

Solucao:

T(a)



A primeira lei da Termodinamica para um gas
isolado ¢

dE = —PdV
d(aT*V) = —PdV
adVT3dT + oT*dV = —PdV

AV T3 T + oT'dV = —%dv

4o YOI _ deydV
“Ta ~ 3 at
1dT 14V
Tdt 3V dt

Substituindo agora V' = Vpa® no lado direito
temos

1dT B 3a2a a 1da

Tdt 363  a a dt




din(T) = —din(a) — T x 1/a

Fazendo Ty = T'(ty) (ou seja, Tj é a temperatura
do gas de fotons no instante presente) e lembrando
que a(tg) = 1, temos finalmente

1.3 - Problema avulso

Na secao 4.2 do livro BR,, a equacao dos
fluidos é obtida a partir da 1a Lei da Ter-
modinadmica para um fluido isolado, em
processo adiabatico de expansao. A par-
tir da equacao dos fluidos e da equacao
de Friedmann-Lemaitre, obtém-se entao
a equacao da aceleracao. E isso é feito
para o caso em que a constante cosmoldgica
é nula (A = 0). Aqui propomos fazer o
contrario e sem anular a constante cos-
molégica.

Derive os dois lados a equacao de Fried-
mann no tempo e prove que

€+ —
2a

é B 87TG[ aé] N é
3c2 3



Agora use a equacao da aceleracao tal
como a obtivemos a partir das equacoes
de Einstein

% = —4;25(6 +3P) + %

para entao provar a equacao dos fluidos,

tal como dada na equacgao 4.39 do livro
da BR

Solucao:

Comecamos pela eq. de FL:

a

a\ 2 8wGe(t) kA
— H? = — —
( ) 3c? RZa? 3
Multiplicando ambos os lados por a*:
o 8mGea®  k¢* Aa?
a” = — +
3c? R 3

Derivando ambos os lados no tempo:

2aal\
3

8
;2 (éa* + 2aea) +
c

Dividindo ambos os lados por 2aa:

200 =

(Q 87TG(éa Lo+ A
= _— € —_—
3c? “2a 3

a
a



Com isso resolvemos a primeira parte do prob-
lema. Agora usamos a eq. da aceleracao, de forma
a obter a igualdade:

G €a A 4G A
onr T S 3P) + =
302<2a—|—€>+ (e + )+3

3 3c?
I[sso resulta em

—2(ﬂ+6>=€+3p

2%
Y 9 —e43P
a

€a
et P)= -2
c+P) =

¢+ 35(e+P)=0
a
que ¢é a equacao dos fluidos, 4.39.

1.4 - Problema de avaliacao anterior

a) Utilize a equagao da aceleragao e de-
termine o valor de w da equacao de es-
tado que produz uma aceleragao nula (ou
seja, @ = 0), no caso de um Universo com
apenas um componente e com constante
cosmoloégica nula.



b) Determine entao a dependéncia da
densidade de energia deste componente
do Universo com o fator de escala.

c) Finalmente, considerando um Uni-
verso de geometria plana (k = 0) con-
tendo matéria e este componente, deduza
o fator de escala para a época de equilibrio
em funcao do parametro de densidade da
matéria, €2, .

Solucgao:

A equacao da aceleracao é
a 4G A
o _ 77 3P) &+ —
a 3c? (e+3P) + 3

Ja a equacao de estado nos da a relacao entre a
pressao interna do componente, P, e a densidade
de energia, e P = we. Logo, fazendo também

A=0:

a 4G drGe
e (€ + 3we) = 22 (14 3w)
Vemos entao que @ = 0 se w = —1/3.

Para saber a relacao €(a) vamos usar a equagao

dos fluidos



¢+ 3%+ P) =0
a

, a
€+ 2—€=0
a
de da
_— _2_
€ a

d(Ine) = d(Ina™?)

€ = ega_2

Compare isso ao comportamento de € para out-
ros constituintes conhecidos do Universo: 1) matéria
nao-relativistica: w =0 — €, = €uoa % ii) ra-
diagao: w = 1/3 — €, = €,9a *; iii) constante
cosmologica: w = —1 — €p = ep = cle.

Finalmente, se temos este componente e matéria
nao-relativistica no Universo, cuja densidade de
energia varia com a3, havera igualdade entre as
densidades de energia dos dois componentes para
o fator de escala dado pela igualdade abaixo.

-2 -3
aneq = Gm’oaeq



. €m,0 o Qm,O

€0 Q[)
Mas se o Universo é plano (kK = 0), sabemos

que a densidade total €y + €,,0 = e.o, onde e,y
é a densidade critica no presente. Logo, dividindo
ambos os lados pela densidade critica, temos que
0+, 0 = 1. E assim, a era de equilibrio ocorrera
para o fator de escala:

Qm,O

a = ——

1.5 - Problema de avaliacao anterior
Considerando-se que a relagao entre fa-
tor de escala e redshift é

1
t) =
A =10
a) Prove inicialmente que

da 1 dz
At (1+2)%dt
b) Prove também, usando o item ante-
rior e a relacao entre a e z, que

dz
i —(1+2)H(z2)
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c) finalmente, mostre que o horizonte
em unidades comodveis num dado instante,
rg(t), é dado por

oo dzl

) H(2')

ru(t) = ¢ (1)
Solucao:
a) Basta derivar com relacao ao tempo os dos
lados da equacao.

b)

d

d_j = —(142)% = —(1+2)°H(t)a(t) = —(1+2)H (1)
c¢) Por defini¢do, o horizonte observavel, em co-

ordenadas comodveis, quando a idade do Universo

étéigual a
bt

0 a
Mas temos o resultado do item anterior. Além

TH(t) =C

disso sabemos que t = 0 — 2z = oo et =
t — z=2z(t). Logo:

2(1) 1 dz > dz
rat) = _C/oo a(l+2)H(z) C/z(t)(1+z)(1 +2)H(2)



> dz
ralf) = C/z(t) H(z)

2 Solucgao de problemas associados aos Cap. 5
e 6 do livro da BR

2.1 - Problema de avaliacao anterior
Seja um Universo espacialmente plano e
que contém um unico componente com
parametro da equacao de estado w. Pode-
se demonstrar que o fator de escala neste
caso é dado por

alt) = (t/t)"

a) Prove entao que a distancia prépria
no momento presente t; é dada por

o qt
dp(to) = C / —
t

a
e

3(1 +w) [1 (t6> (1+3w)/(3+3w)]
I+ 3w to

b) Levando em conta a relagao entre

dp(to) = Ct()

redshift 2 e o fator de escala, derive entao

12



que

2c
d,(ty) =
plto) Hy(1 4 3w)

Solucgao:

a)

"0 dt to 40\ 2/(3+3w)
dy(to) = ¢ / — = / (—O) dt
t a te t

e

[1 — (14 Z)—(l—l—?)w)/Q}

to
dp(tO) — Ct(Q)/(3+3w) / t_2/(3+3w)dt

te

3+3 w
d,(ty) = c T OW 2/(3+3u) #(1+3w) /(3+3w) ig

3+3 " " "
d)(to) = c + oW 2/(3+3 )[té1+3 )/(3+3 )_tgl+3w)/(3+3w)]

t
1+ 3w
3+ 3w £\ (143w)/(3+3w)
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te —2/(3+3w)
142z = (—)
Lo
(t_ff) _ (1 + Z)—(3+3w)/2
Lo

(te)(1+3w)/(3+3w) = (1+ Z)—(1+3w)/2

to
Logo, usando o resultado do ftem a), a distancia
prépria no instante atual de uma fonte com red-

shift z fica:

2c

_ 1_ 1 —(1—|—3w)/2
Ho(l 3wy L~ (17

dp(tO)

2.2 - Problema de avaliacao anterior

Considere um modelo de Universo es-
pacialmente plano (k=0) e que contenha
apenas radiacao .

a) Escreva a equagao de Friedmann para
este modelo.

b) Prove que

onde ty = 1/(2H,)

14



c) Prove que a distancia prépria na época
atual é dada por

o =2enf1- (3)"] ==

Solucao:
a) Equacao de Friedmann:

32 Rla? T3

para o caso plano e s6 com radiacao fica:

(9)2 g 8rGe(t) k¢ A

a

_ 8mGe(t)
32
Mas para a radiacao eletromagnética (EM), a

H2

equacao de estado é P = €,./3. E pela equagao dos
fluidos, isso nos da uma dependencia da densidade
de energia com o fator de escala

€ = er,ga_4

Substituindo na equacao de Friedmann, temos:

(a) 2 8rGerpat

a 3c?

15



o 8mGerpa?

a
3c?

. [8nGe1l2
a == 5 a
3¢
O sinal negativo corresponde a um Universo em
contracao. Vamos ficar apenas com a solucao de
um Universo em expansao.

b)
- 11/2
ada = SrGerg dt
3c2
a’>  87Geng11/2
_ ) t
2 L 3¢

Ao integrar os dois lados da equacao de Fried-
mann usamos a condi¢ao de contorno de que a(t =
0) = 0. Podemos também substituir o termo na
raiz quadrada pela constante de Hubble H.

2

N 1/2
Y Hyt = a(t) = \/2Ht = (—)

2 t

onde to = 1/2H,.
¢) O caso de um Universo s6 com radiagao EM,
corresponde a usar w = 1/3 nos resultados do

16



problema anterior. Em particular, a expressao fi-
nal do item b) do problema anterior

2c

dplto) = Hy(1 + 3w)

|:1 . (1 + Z)—(1+3w)/2i|

entao fica:

dy(to) = 22—[_([:0 [1 — (1—|—Z)_1} = Hio [1 _ (1_|_Z)—1}

2.3 - Problema de avaliacao anterior
Seja um Universo espacialmente plano
e dominado por matéria nao relativistica.

a) Prove que para este caso, a equagao
de Friedmann é dada por

H? = H;Qno a™°

b) Use entao o resultado do problema
anterior para provar que o horizonte em
funcao do redshift neste caso é dado por

B 2c
Hor/Qumo(1+ 2)

r(z) (2)

Solucao:

17



Comecemos pela equagao de Friedmann-Lemaitre
para o caso de geometria plana (k = 0):

— + J—
a 3c? 3
Como a matéria ¢ que domina a dinamica, vamos

(d)Q _ 8rGe(t) A

também fazer A = 0

~ 8rGe(t)
32
Finalmente, sabemos que para a matéria, € =

H2

eoa 3. Logo teremos

B 8rGepa >

3c?
Mas sabemos também que a densidade critica é

H2

€. = 3¢H?/87G. Exprimindo-a para o instante
presente em funcao de Hy e substituindo na equacao,
temos
p = B0 _ oy s
€c,0
Tirando a raiz quadrada e exprimindo em funcao
do redshift z temos

H(z) = Hy\/Q(1 + 2)*?

18



Usemos agora a expressao para o horizonte a um
dado z do problema anterior

> dz C >
ru(t) =c - / (14 2)732dz
2(t) H(Z) H()Q(l)/2 2(t)

2c
ru(t) = _HOQW
0
2c B
ru(t) = o Ql/2(1 + 2) 712
040

(1+2)"Y2>dz

2.4 - Problema de avaliacao anterior
Usando a equacao final do problema an-
terior, mostre que:

a) o horizonte fisico (ou préprio, levando

em conta o tamanho do Universo) a um
dado redshift z é

dip(2) =a(z)rg(z) = L(l 1 2)732

Hor/$no
b) que a escala angular do horizonte a
um dado redshift z >> 1 é

Oy = ~
()

z

dpp(2) (meo) 1/2



Para isso use a seguinte expressao para
a distancia por didmetro angular (a ser
vista em mais detalhe no Cap. 7 do livro
BR) de uma fonte de redshift z >> 0

2c
N H()Qm’()z
c) Determine entao a escala angular do
horizonte na era do desacoplamento entre

dA(Z)

matéria e radiacao, z; ~ 1100, em funcao
de Qm,O

d) Sabendo que essa escala foi deter-
minada como sendo ~ 1° usando o espec-
tro de poténcia da radiacao césmica de
fundo, determine o valor de (2, resul-
tante.

Solucao:

a) Para obter o raio fisico do horizonte, pre-
cisamos apenas multiplicar g obtido no problema
anterior por a = 1/(1 + z). Logo:

2c

Hor/n 0

b) O tamanho angular do horizonte observavel

dpp(2) = (1+2)7

a um dado z ¢é seu tamanho fisico dividido pela

20



distancia de diametro angular aquele z, a ser estu-
dada no Cap. 7 do livro BR, e cuja expressao para
altos redshifts ¢ dada no enunciado:

0 (Z) _ dH’p(Z> _ 2c 2_3/2 Hon’Oz _ Q(l)/Q
a da(z) HO\/% 2c 212

¢) Se fizermos z = 1100, temos

012 0L/

m,0 m,0

0 = ~
12 = 00 = T3
d) Se Oy = 1° = 7/180 rad , temos

AJ1100w2

0,0 ~ — (.33
U g02

2.5 - Problema de avaliacao anterior
Use a equacao de Friedmann para mostrar
que

kc?
1 —=Qp(t) = ————
() R%a?H?
onde
4
QT<t) _ 87TG€T( )

3c2H?2

21



é o parametro de densidade total a um
instante t.

b) Mostre agora que a razao entre os
desvios dos parametros de densidade at-
ual e no passado com relacao a unidade

I d

e

1 — QT(tQ) CL2H2
— T2
c) Use novamente a eq. de Friedmann
para escrever essa razao no passado (em
que radiagao ou matéria dominavam) como

sendo

1 — Qp(to)

1 —Qp(t)

d) Calcule entao a razao dos desvios
com relacao a unidade atual e para a era

—1 —2
= Qm,()a + Qr’()a

de equilibrio entre matéria e radiacao,
arm = 0/Qmo. Use para isso os valores
Qno = 8.4 10_5 e Qm70 = 0.3

Solucao:

Comecando pela equacao FL:

22



— + _
3¢ R%a? 3
Vamos incorporar o termo da constante cosmologica

(9)2 g 8rGe(t) ke A

a

como sendo mais um componente do Universo,
com densidade de energia constante ey = (Ac?)/(87G).
Af a equacao FL fica

(9)2 g srGer(t) kc?
a 3¢? Ra?

onde ep é a densidade de energia somada de to-
dos os componentes do Universo.

Lembrando que a densidade de energia critica é
definida como aquela que o Universo tem a cada
instante para que k = 0:

0 3c?H (t)*

€e(t) = ———

‘ 8

. Logo, sempre podemos dividir a equacao FL por
H? ¢ exprimi-la em termos de €,

er(t) kc?

| = _
e(t) R3a*H?

Mas

23



. de forma que temos entao
kc?
R2a?H?

b) Se avaliarmos a equagdo FL na forma acima

1= Qp(t) =

num instante genérico t e na época atual ¢ e tomar-
mos a razao entre as duas, teremos
1—Qp(ty)  a(t)*H(t)?
1—-Qp(t)  H?
Como as densidades de energia da radiacao |,
e (1) = e.0a(t) ™ e damatéria, €, (t) = €, 0a(t) >,
enquanto o termo de curvatura depende mais suave-

mente do fator de escala, e o termo da constante
cosmoldgica, €y = cte, quando o Universo era
jovem a(t) — 0, temos que radiacao e matéria
dominam. Logo a eq. FL pode ser escrita para
essa época, como:

2 _ 8TGeq(t) + em(t)]a?
3c?

a’H

a*H*  8nGle(t) + en(t)]a® €00+ €pnpa
H} 3HZc? B €0

—1 —2
— Qm,Oa + Qr,()a

24



Mas o lado esquerdo acima vimos ser igual a
razao entre os desvios com relacao a unidade do
parametro de densidade nas duas épocas:

1 — Qp(tp)
1 —Qp(t)
O valor dessa razao entre os instantes presente

-1 -2
- Qm,Oa + QT,OCL

to, (a(ty) = 1), e na era de equilibrio é entao:

1 — QT(to) 1 297271 0
=y €2 = :
T O(ry) e e =

Ou seja, se hoje o parametro de densidade ja esta

= 2143

na mesma ordem de grandeza que a unidade, entao
o Universo se originou com {27 muito proximo de
1. Esse é o chamado problema da planicidade.

2.6 - Problema 6.4 do livro BR

Solucao:

Vimos que para que a quintessencia postulada
para manter o Universo estatico seja repulsiva, temos
que ter wg < —1/3. Isso resulta de fazermos @ = 0
na equacao da aceleracao

a ArGe
T_ 143
a 3c2 (14 3uw)

e a resolvermos para w.

25



Para avaliar como fica o dominio de w e a cur-
vatura desse Universo estatico, vamos olhar a equacao

de FL:

(é)Q ~ 3nGe(t) kc?
- 32 RZa?

onde € = €, + €¢p. Para manter o Universo

a

estatico, temos que impor ¢ = 0. Como o primeiro
termo do lado direito é positivo, o segundo precisa
ser negativo. Logo k = 1.

E como o Universo ¢ estatico, as densidades de
energia nao mudam, independente de sua dependeéncia
com o fator de escala a(t). Assim, qualquer valor
de wg < —1/3 e dentro dos limites possiveis, é
valido.

Finalmente, resolvendo a equacao acima, com
a=0,k=1ea=1, para ¢ temos

3¢t
@t en = 87GR?
N 3ct
€0 =—€n+——
“ 87GR?

Mas para garantir um Universo estatico que seja
estavel, temos que garantir que a = 0 também.
Logo, a equacao da aceleracao nos da:

26



€m + €Q + 3’LUQ€Q =0

em = —€o(1 + 3wg)

Substituindo na relacao obtida pela equacao FL,
temos

3¢t

= 1+3
€Q EQ( + wQ)+87TGR%

C4

EQ - SWGR(%U}Q

3 Solucao de problemas associados ao Cap. 7
do livro da BR

3.1 - Problema 7.1 do BR
Solucao:
A uma distancia d;, = 0.5km = 500m, o fluxo
do pé do urso ¢

L 10
= = =3.18310°° W/m?
1= 5# = o /m

A sua magnitude aparente ¢é entao:

27



/ /
— _95l0g2- = —92.5l0g—
m R 2095 =370

onde f, é o fluxo que corresponde a m = 0 (ou

= —5.25

seja, ¢ o ponto zero da escala de magnitudes) e é
dado no livro. Ja a magnitude absoluta bolométrica
sera

d 0.5
L(pe) = —5.25—>5log
10 3.1 1013 10

Se o fluxo do pé do urso a distancia d;, = 0.5km

M = m—>log = 68.7

é o limite de deteccao do bolometro, entao esse
limite corresponde ao fluxo medido no inicio do
problema, f = 3.183 107% W/m?2. A distancia
maxima dr me, para o bolometro detectar o Sol
sera dada por:

d; f= (1UA)2 Jo

Lmax

onde fo = 1367 W/m? é o fluxo bolométrico do
Sol visto da Terra. Logo:

1367
3.183 106

No caso da SN, temos L = 4 10° L, de forma
que distancia maxima sera:

1/2
dp mar = 1.5 1o8< ) = 3.1102 km = 0.1 pe

28



dr.mar = 0.1 X V4 10° pe = 6.32 10° pc

3.2 - Problema 7.4 do BR
Solucao:
A expressao 7.50 nos da

m — M = 5logd(Mpc) + 25
E a expressao 7.51 nos da

cz 1 —q
d :—(1 )
L H, + 5 z

Substituindo 7.51 em 7.50, temos:

cz 1 —q
M =25451 [—(1 )]
m + o log H + 5 z

1 —
m—M = 2545 logi—l—Blogz—%log(l—k qoz)
H, 2

c(km/s) Ho(l-mz/s/]%pc)+

m—M = 25+5 log

—5 log

70 70

1 —
+5logz + 5Z0g(1 + 5 qoz)

29



Hy(km/s/Mpc)
70

I —qp >
Z

m—M = 25+18.16—5 log

+5logz+blog (1—1—

Hy(km/s/Mpc)
70

Fazendo agora 1 + [2(1 — q¢)]/2 = 1 + z, onde

r = [z(1 — qp)]/2 << 1, e usando a aproximagao

1 —
m—M = 43.16—5 log +5logz+5log<1—|— qoz)

2

dada no enunciado, temos

Ho(km/s/M | —
M = 43.1645 log 12\ m7/05/ b C)+5logz+5><0.4343< quz)
Ho(km/s/M
m—M = 43.16+5 log ol m?g/ pc)+5logz+1.086[z(1—q0)]

3.3 Problema avulso

Seja uma supernova do tipo Ia com lu-
minosidade L =5 10” L.

a) Determine a sua magnitude absoluta
bolométrica.

b) Se sua magnitude aparente bolométrica
é m = 20.5, determine sua distancia por
luminosidade.

c) Se seu redshift é z = 0.2, estime o

valor do parametro de (des)aceleracao ¢

30



com base nessa medida, assumindo Hy =
70km/s/Mpc

Solucao:

a) A magnitude absoluta é dada pela expressao

L 510°Lg
M = —25log— = —2.51
“IT., I8 T

b) Sua distancia por luminosidade serd

= —19.51

d; = 10 10%2m=M) = 100 10° pc = 10° Mpc

¢) Usando a expressao 7.52 do livro, que é razoavelmente
apropriada para z = 0.2, temos

m — M — 43.17 — 5log(0.2)

— —0.54
1.086 x 0.2 0o

g =1-—

3.4 Problema avulso

Deduzir as seguintes passagens do Cap.
7 do livro da BR:

a) A expressao 7.14 a partir de uma
expansao de Taylor.

b) A expressao 7.18 a partir da 7.17

c) A expressao 7.19 a partir da 7.18

Solucao:
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a) Expansao em série de Taylor para 1/a(t):

1 1 a
— 2~y — 5|t (E — Tg) — [
a a‘to ag’to( 0)

a  2a*7, (t—to)?
]‘to

a? a’ 2

aa a? 2¥}’u—mﬁ
° 2
Mas qy = —da/a* avaliado em t = ty. E Hy =
a/a, também avaliado em t = t;. O primeiro
termo entre colchetes ¢ portanto qoHZ/a(ty) =
qoHZ. J4 o segundo termo pode ser identificado
como —2H?. Logo, a expansao fica

21_Ho(t_to)_[azaaz—cﬂa

5 5 (T —t0)?
~ 1 — Ho(t — t()) -+ [quO + QHO}—

SHES

~ 1 — Hylt —to) + Hi[ + 1](t — to)’

b) A expressao 7.17 resulta facilmente da ex-
pressao 7.14 aplicada a 7.16:

z~ Hy(tg —t.) + (1 + %)Hg(to —t.)?

Elevando ambos os lados ao quadrado e man-
tendo apenas termos de ordem 2 em ty — t., temos
que:
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2
2 2 2 2, ~
< ZHO(tO_te) — (to—te) Zﬁ
0
Substituindo esse resultado no segundo termo do
lado direito da 7.17, temos:

2
q0 Z 40
z o Hy(toy—te)+(1+=)Hi == = Ho(tg—t.)+(1+=)2°
2 H; 2
E resolvendo para entao para o tempo de retro-
spectiva (ou tempo retroativo):

to—t, = Hy'lz — (1+ %)22]

c) Basta agora substituir a expressao 7.18 na ex-
pressao 7.15 para d,(tp), mantendo apenas termos
quadraticos no tempo de retrospectiva:

cH
dy(t) == c(ty — t.) + ——(to — t.)?

2
c qo. o CHy 22
~ —Ilz— (1+ = ——
AR TE R Zp
cz 1+ qo
= (1 - 2y
H, 2
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4 Solucao de problemas associados aos Cap. 8
e 9 do livro da BR

4.1 - Problema 8.1 do livro da BR
Solucao:

Vamos assumir, conforme discussao na secao 8.2
do livro, que 90% da matéria do halo Galdctico é
escura. oSe a massa da Galaxia dentro de R = 75
kpe é Mg = 8 101 M, entao a massa escura é
Mpy = 7.2 101 M.

Se essa massa existe na forma de objetos com
107® M., entao esperamos N = 7.2 10" desses
BN no halo Galactico. A densidade numérica média
deles ¢é entao

N 3N 216 10%
TV T R T 53100

A distancia média entre dois BNs dessa massa é
entdo d = 2n /3 = 5.8 107° kpe = 0.058 pc =
12000U A. Entao, a distancia esperada do Sol ao
BN mais proximo ¢ aproximadamente a metade
disso, ~ 6000 UA.

Obviamente, se a matéria escura for feita de MA-
CHOS com massa 1073 M, a densidade espa-

cial deles serda 107° do valor calculado acima. A

kpe™3 = 4.110" kpc™?

distancia média ao Sol do MACHO mais préximo
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serd entdo d = 1053 x 6000 UA = 2.8 x 10°UA =
1.3 pc.

O volume médio ocupado por um candidato a
matéria escura é dado por 1/m. O Sol orbita o
centro da Galaxia a uma velocidade de V ~ 220
km/s. Podemos entao calcular em quanto tempo
(At) uma area de 7 12 U A? em torno do Sol varre
o volume no qual se espera encontrar um objeto
de matéria escura;

VoAt T UA? = 1/m

1 1 1
Atls) = AUAWVL(UA/s)r  m(UA3)2202(1.5 108) Ix
2.2 10°

Para o caso dos BN de 1078 My, temos que 7t =
4710712 UA™3. Logo At = 4.7 101 5 = 1.5 10°
anos.

Para o caso dos MACHOS de 1073 M, temos
que m = 10718 UA™3. Logo At = 2.2 10'® 5 =
7 10 anos.

4.2 - Problema 8.5 do livro da BR
Solucao:
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Sao N = 1000 galaxias dentro de um raio r; =
1.5 Mpc:

N 3x1000
n— ——= ————
V 471'7“2

Para calcular o livre caminho médio de uma galaxia,

— 70 Mpc™3

C_l novamente usamos:
Yd=1/n

_
d= — —14 M
S pbe

O tempo médio entre colisoes sera entao

_ —4.9%10"" s = 1.6 10" anos
880km/ s

Esse valor ¢ maior do que o tempo de Hubble,

d 14 x 3.1 x 109 km
At = —
o

mas nao por um fator muito alto. Ou seja, colisoes
entre galaxias vao ocorrer dentro de um aglomer-
ado rico.

4.3 - Problema avulso
Prove que se o gas quente no interior
de um aglomerado de galaxias tem perfil
de densidade p(r) = pyr~" e perfil de tem-
peratura uniforme, T (r) = T. = cte, entao:
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a)
_ kT.ar

- Gum,

M(r)

b) a =2

Esse modelo é chamado de esfera sin-
gular isotérmica.

Solucgao:

a) Usaremos a expressao 8.46 do livro da BR:

M(r) =

KT (r)r rdinp N dlnT]
Gum, Ldinr — dinr
mas para o caso em que T = T, — dInT/dInr =
0 e em que p(r) = por~
alnr — dinp/dinr = —a. Logo:

(0%

— Inp(r) = Inpy —

_ KkT.ar
- Gum,

M(r)
b) Podemos agora trabalhar o lado esquerdo da

equacao:

M(T):/O A’ p(r')dr!

7“3_&

= 47rp0/ 7 dr’ = 4 pg
0 3
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Olhando agora a igualdade dada por 8.46, vemos
que se o lado direito é linear em 7, o esquerdo
obviamente também tem que ser. Logo a = 2.

4.4 - Problema 9.2 do livro da BR
Pela expressao 2.25 da BR, a densidade de ener-
gia associada a fotons emitidos por um corpo negro
a uma temperatura 7' e com frequéncia v ¢é

8whis 1

e(w,T) = 3 ohv/kT _

Dividindo a densidade de energia pela energia
de um féton, hr, temos a densidade numeérica de
fotons com frequencia v para o corpo negro a tem-
peratura 1":

e, T) 8mv? 1
n(,T) = hvy 3 ew/kT
A densidade total de fotons é obtida integrando-

se sobre todas as frequéncias

8 [ V?
nl) =3 /0 T
n(T) é dada pela equagao 2.28 da BR

19.27k3
n(T) = 733
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Ja a fracao de fotons com energia igual ou maior
do que ) = 13.6 eV, sera dada pela expressao:

8 [ V2 0 2
3 fQ/h ehu/kT_ldV B fQ/h ehu/kT_ldV

n(T) pT*
Como estamos considerando um regime de tem-

peratura tal que kT << (), podemos simplificar a
integral do numerador como sendo

o0 V2 o0
——dv = / Ve /KT gy,
/Q/h ehl//k:T_ 1 Q/h

fIE>Q) =

V2 1% — NV
_ [ZQTQ +2Z_T+2]6 h /kT‘OO
kg;?, Q/h
/{73T3 QQ Q
= 02—~ 4 9e @/
hi e T2 2

Substituindo na expressao para a fracao temos
entao

87rk3T3[ Q? Q —Q/kT
—— + 2% + 2]e
f(E > Q) = =i

8  Q? Q
5
02 T 4T
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No caso em que T' = T,.. = 3740K, temos que
kT = 0.32228 eV. Substituindo entao na expressao
acima, temos

f(E>Q)=335x10""

4.5 - Problema 9.4 do livro da BR
Comecamos usando a relagao entre d,(ty), dr e

d 4 para um universo plano, dado pela eq. 7.38 do
livro da BR:

dr,
dp(to) B 14z

Aplicando agora o resultado da secao 9.4, ex-

= dA(l + Z)

pressao 9.43:

dy >~ 13 Mpc

e usando z;3 = 1100, temos entao que d,(ty) ~
14 Gpc ~ dy, e dj, ~ 15730 Gpc

4.6 - Problema de avaliacao anterior

Facamos uma discussao qualitativa so-
bre os processos de interacao da radiacao
de fundo com a matéria baridnica.

a) Se a segao de choque de espalhamento
Thomson, ., fosse menor do que é, o que
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ocorreria com a era do desacoplamento:
ela ocorreria mais cedo ou mais tarde na
histéoria do Cosmos? Explique.

b) E se o potencial de ionizagao do H
fosse menor do que 13.6 eV, o que poderiamos
esperar da era da recombinacao? Ex-
plique.

c) E se a razao entre o niimero de barions
e o nimero de fétons fosse menor, o que
esperar das eras de recombinacao e de-
sacoplamento: ocorreriam mais cedo ou
mais tarde? Explique.

Solucgao:

a) Se o, tivesse um valor menor, a taxa de reagoes
[ seria também menor do que foi em cada instante.
A igualdade representada por I' = H ocorreria
mais cedo, portanto.

b) Se @ fosse menor, haveria mais dtomos de H
ionizados a cada instante, de forma que o fator de
ionizacao X seria maior. Isso retardaria o instante
em que X =1/2.

c¢) Caso houvesse ainda mais fétons por barion,
haveria proporcionalmente mais fétons capazes de
ionizar o H também. Isso faria X novamente maior
a cada instante, o que novamente retardaria a re-
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combinacao e, por conseguinte, o desacoplamento.

5 Solucao de problemas associados ao Cap. 10
do livro da BR

Na verdade, aqui iremos dar dicas de solucao de
cada um dos problemas do Cap. 10 do livro.

10.1) Aqui estamos avaliando as consequéncias
de os neutrons decairem muito mais rapido. Qual-
itativamente, esperamos entao que quando t =
thue =~ 200s, haja muito menos n nesse caso. De
forma que a razao f = n,/n, seja entdo muito
menor. Obviamente a razao entre eles em ¢ fyeeze =
s nao muda, pois a condigao 7, >> tfpeeze CON-
tinua vélida. E nem mudam os valores de ¢ fyceze
e tyue- Entao o valor de Y,,,, dado por 10.21 nao
muda. Apenas a correcao devida ao decaimento 3,
dada por 10.32, precisa ser revista.

10.2) Qualitativamente, podemos concluir, sem
fazer qualquer célculo, que f = n,/n, vai ser
tao maior quanto menor for a diferenca de ener-
gia entre protons e neutrons. Entao se seguirmos
0 mesmo raciocinio que levou até o valor de Y,
dado por 10.21, esperamos um valor maior do que
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aquele.

Quantitativamente, queremos seguir o mesmo
raciocinio que levou a 10.21. Ou seja, usar a equacao
10.17 para o caso em que B, = 0.129 MeV. Va-
mos também aplicar a mesma férmula para Y, =
2f/(f +1). Essa férmula é deduzida no problema
10.5. Devemos também aplicar a correcao devida
ao decaimento dos neutrons livres até o instante
tue em que a metade deles se agrega a nucleos de
D, dada pela expressao 10.32. Como t,,,. ~ 200s
nao muda (pois depende da energia de ligacao do
D), a exponencial que aparece na expressao ¢ a
mesma. Mas temos que modificar os valores que
aparecem no numerador e no denominador, para

refletir a nova razao n, /n, calculada. E af calcular
Ymax .

10.3) O valor de €, num dado instante depende
apenas da temperatura da radiacao, pois €, =
aT*, ver expressoes 2.26 € 2.27 do BR. Entao €, =
aT?éluc

Use entao a eq. de FL para o caso em que apenas
ha radiacao. Voce tem o lado direito para t,,.,
entao pode calcular o lado esquerdo, H,,,..

Agora use a expressao 5.64 para um universo

s6 com radiagao. Mostre que H = a/a = 1/2t.
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Entao estime ¢,

Sabendo que T'=Ty/a — Ty = ThucGnye. Us-
ando o valor de ¢y do enunciado, determine primeiro
o valor de anue = (thue/to)"?. Estime entdo o valor
de Ty, ja que voce conhece T)yue € Apye-

Sabemos que a eq. 5.64 nao ¢é valida até o dia
presente. Para avaliar qualitativamente o que acon-
tece durante a era dominada pela matéria, temos
que saber se o Universo vai se expandir mais ou
menos do que se o Universo fosse dominado por
radiacao até o presente. Como a(tg) = 1 sempre,
a resposta a essa pergunta vai nos obrigar a rever,
para baixo ou para cima, o valor de a,,.. Respon-
dida essa pergunta, temos como responder o que
acontece com Ty = 1},ucCnuc-

10.4) Esse problema nos permite avaliar até que
ponto a fracao primordial de massa em nucleos de
He, Y, mudou em funcao dos processos de nucle-
ossintese estelares posteriores. Com a luminosi-
dade L da Galaxia e sua idade 7, podemos estimar
a quantidade de energia EM produzida por ela em
toda sua histéria. Sabendo a energia liberada por
uma reacao de fusao de H em He, podemos esti-
mar quantas dessas reacoes ocorreram no interior
da Galaxia. Isso nos da o acréscimo Ang,. devido
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a nucleossintese estelar. KEsse incremento obvia-
mente tem que ser acompanhado de um decréscimo

no numero de ntucleos de H, Anyg = —4Ange..
Podemos entao escrever expressoes para as abundancias
primordiais e atuais de He:

| MHe.i _ 4mane,z' _ 4nHe,i
Z Muy; +Mye;  Mpnpgi +4mpnpge; N +4nge;
€
YV, — 4nH€,f _ 4(”H6,i + A’nHe) _
/ ng,f+ 471H€’f N — 4NNy, + 4(?@[{@,@ + AnHe)
_ 4(?1[{@,@' + AnHe) _v4 4Any,
Na; +4npe " ongt+Ange;

Mas sabemos que o nimero de barions se preserva,
de forma que ng ¢ + 4nge s = ng; + Npe; =
Mg /m,, onde Mg é a massa barionica da Galaxia
e my, ¢ a massa do préton. Dal portanto termos
todas as condicoes de estimar a correcao dada pelo
20 termo do lado direito.

10.5) Usemos a mesma expressao que no prob-
lema anterior, enfatizando agora que ela nos da
o valor maximo de abundancia do He, assumindo
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que todos os n livres vao parar em nucleos desse
elemento:
MHe 4nH e
Ymax — -
myg+mge ng+4Ange.
Mas sabemos que ng = n, — n, (ou seja, o
p )

numero final de nicleos de H serda o excesso de
prétons com relagdo aos neutrons) e que ny, =
n,/2 (pois todos os n vao parar em nucleos de
He, sendo que cada um desse nucleos contera 2
neutrons). Dal é sé substituir.
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